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摘 要：最优Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分（ＯＤＴ）是生成区域网格剖分的一种优化方法．从数值优化的角度来看，现有的ＯＤＴ
优化方法属于局部方法，对于任意给定初值容易陷入较差的局部极小值点，从而不能产生高质量网格．为此提出一

种简单的拓扑优化方法，使得ＯＤＴ方法能有效地从局部极小值点中跳出，进一步提高网格的质量．该方法只涉及到

局部的边翻转操作，实现简单；而且具有显式的目标函数，能在理论上保证算法的收敛性．实验结果表明，文中算法

运行速度快，不论是在拓扑连接关系还是在三角形的形状上都显著地提高了ＯＤＴ方法生成的网格质量．
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　　网格生成是指将计算区域（平面区域、三维区域
或者空间曲面）分割为有限个单元区域．大多数的数
值模拟计算方法和微分方程的数值解法都需要事先

构造一个高质量的网格．例如在有限元分析中，网格

质量的好坏直接影响最终解的精度［１］．鉴于网格生
成在计算机数值模拟方法中的重要性，已经有大量
的文献讨论网格的生成［２－３］．
三角网格在实际应用中被广泛采用，本文主要



讨论三角网格的生成．高质量三角网格的生成通常
需要解决２个问题：一是优化网格的顶点位置；二是
构造最优的拓扑连接关系．已有的一些针对网格生
成而设计的目标函数是通过优化顶点的位置以及网

格的连接关系来极小化目标函数，从而生成高质量
的网格．一般来说，同时优化顶点位置和网格的连接
关系是很难的，所以通常先固定网格的连接关系优
化顶点的位置，再固定顶点的位置优化网格的连接
关系，这样不断迭代优化目标函数．但是在现有的目
标函数中，有的是关于顶点坐标的高度非线性函
数［４－５］，很难通过优化顶点的位置来极小化；有的目
标函数的定义不具有Ｄｅｌａｕｎａｙ最优性［４，６］，即当固
定顶点的位置时Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分并不是极小化
目标函数的最优三角剖分，从而很难构造最优的三
角剖分．
在现有的方法中，最优Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分方法

（ｏｐｔｉｍａｌ　Ｄｅｌａｕｎａｙ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎ，ＯＤＴ）［７］和质心

Ｖｏｒｏｎｏｉ图方法（ｃｅｎｔｒｏｉｄａｌ　Ｖｏｒｏｎｏｉ　ｔｅｓｓｅｌｌａｔｉｏｎ，

ＣＶＴ）［８］近几年受到了广泛关注．这２种方法的顶
点位置更新规则简单，而且目标函数定义具有

Ｄｅｌａｕｎａｙ（或者其对偶的 Ｖｏｒｏｎｏｉ图）最优性，从而
可以利用成熟的计算几何程序包（如ＣＧＡＬ① 等）快
速计算最优的三角剖分．

ＣＶＴ方法已经得到了较深入的研究［８］，并成功
地应用于各向同性的网格生成［９］和各向异性的网格

生成［１０］．ＯＤＴ方法最早由Ｃｈｅｎ等［７］提出，该方法
将网格生成问题转化为抛物面函数的分片线性逼近

问题．Ｃｈｅｎ等还在理论上给出了 ＯＤＴ问题、球覆
盖问题以及多面体逼近问题之间的内在关系［１１］，并
讨论了一般二次凸曲面的分片线性逼近问题［１２］．
ＯＤＴ方法也可用于各向同性的网格生成［１３］和各向
异性的网格生成［１４］．Ａｌｌｉｅｚ等［１５］发现 ＯＤＴ方法在
生成空间四面体网格时可比ＣＶＴ方法更加有效地
抑制退化的四面体出现，从而ＯＤＴ方法作为ＣＶＴ
方法的替代方法引起了人们的重视．

ＯＤＴ方法本质上是解决目标函数优化问题，现
有的 ＯＤＴ优化方法基本上都属于局部优化方法，
对任意给定的初值容易陷入函数的较差局部极小值

点，导致网格的质量不高．如果直接采用全局优化方
法进行优化，如模拟退火算法或遗传算法等［１６］，算法
的复杂度较高，一般需要较长的运算时间．Ｔｏｕｒｎｏｉｓ
等［１７］利用交替优化网格顶点位置和不断加入新的

顶点来防止优化方法陷入太差的局部极小值点．
Ｃｈｅｎ［１２－１３］指出在渐近意义下ＯＤＴ目标函数的全局

最优解对应的平面网格是均匀的正规网格，即每个
三角形都是等边三角形，每个内部顶点的度数都是

６．基于这样的理论观察，本文利用边翻转来改变网
格的拓扑连接关系，试图构造顶点度数都是６的正
规网格，从而有效地跳出 ＯＤＴ函数的局部极小值
点，再结合ＯＤＴ优化方法的顶点位置更新规则，使
得网格的质量进一步提高．
本文的一项重要内容是构造内部顶点度数都为

６的正规网格．Ｍａｅｎｇ等［１８］等通过合并和分裂顶点
来消除不正规顶点．对于顶点位置和数目给定的点
集，正规的三角剖分一般不存在，本文将通过寻找不
正规的点对，利用一系列的边翻转来尽量减少不正
规顶点的个数．与本文想法比较相似，Ｆｒｅｉｔａｇ等［１９］

的算法也是结合拓扑优化和网格光顺方法；但他们
的方法研究空间四面体网格的优化，拓扑关系复杂，
而且顶点的局部几何位置更新需要求解一个带约束

的非线性优化问题，使得算法不易实现．与Ｆｒｅｉｔａｇ
等［１９］的方法相比，本文提出的平面拓扑优化方法由
于结合了 ＯＤＴ网格顶点位置优化方法，使得顶点
位置更新规则简单，顶点的分布也更加均匀．

１　ＯＤＴ方法

ＯＤＴ方法由于具有实现简单、结果良好等优
点，受到人们的欢迎．但是ＯＤＴ作为一个高质量网
格的生成方法，还存在一些问题．在描述这些问题
前，先详细介绍一下 ＯＤＴ能量函数的定义以及它
的优化方法．
１．１　ＯＤＴ函数定义

ＯＤＴ目标函数的定义由Ｃｈｅｎ等［７］给出．对于
给定的平面点集Ｘ＝｛ｘｉ∈Ｒ２，ｉ＝１，…，ｎ｝，设区域Ω
为点集Ｘ的凸包，并记Ｔ为Ｘ 的一个三角剖分．在
定义域Ω上，定义一个抛物面函数ｆ（ｘ）＝‖ｘ‖２，ｘ
∈Ω．点集Ｘ中的每个点都对应了抛物面上的一个

点，记为ｘ－ｉ＝（ｘｉ，‖ｘｉ‖２）．于是由点集Ｘ
－
＝｛ｘ－ｉ∈Ｒ３，

ｉ＝１，…，ｎ｝及Ｔ的连接关系确定了抛物面ｆ（ｘ）的
一个分片线性逼近函数，记为ｆＩ（ｘ），如图１所示．
ＯＤＴ函数就定义为ｆＩ（ｘ）和抛物面ｆ（ｘ）在Ｌ１ 范数
下的逼近误差

Ｆ（Ｘ，Ｔ）＝∑
τ∈Ｔ∫τ｜ｆＩ（ｘ）－ｆ（ｘ）｜ｄｘ （１）

其中τ为三角剖分Ｔ 中的三角形．
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图１　ＯＤＴ函数的定义

在几何上，式（１）中定义的ＯＤＴ函数即为抛物
面ｆ（ｘ）和分片线性函数ｆＩ（ｘ）所夹的那部分空间的
体积．ＯＤＴ函数的值不仅取决于Ｘ 中点的位置分
布，还取决于三角剖分Ｔ的选择．对于给定的点集Ｘ，

Ｃｈｅｎ等［７］指出在所有可能的三角剖分中，Ｄｅｌａｕｎａｙ
三角剖分极小化函数Ｆ（Ｘ，Ｔ）因为Ｄｅｌａｕｎａｙ三角

剖分正好是抛物面上点集Ｘ
－
的凸包的下表面在平

面上的投影，所以在默认情况下，总是取ＯＤＴ函数
中Ｔ为Ｘ 的Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分．本文通过优化顶
点的位置可以极小化函数Ｆ（Ｘ）的值，提高网格的
质量．给定顶点的数目，ＯＤＴ定义为能量函数Ｆ（Ｘ）
的全局最优解对应的三角剖分．在实际中，全局最
优解很难达到，所以称Ｆ（Ｘ）的局部最优解为最优

Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分．
１．２　ＯＤＴ函数优化
式（１）的优化方法最早由Ｃｈｅｎ［１３］提出，并应用

于平面网格的生成．现假设其他点的位置都固定，只
考虑优化ｘｉ的坐标．通过计算ＯＤＴ函数关于ｘｉ的
导数并令其等于０，Ｃｈｅｎ［１３］给出了ｘｉ的最优位置

ｘ～ｉ ＝－ １
２｜Ωｉ｜∑τｋ∈Ωｉ

（｜τｋ｜
ｘｉ ∑ｘｊ∈τｋ

ｘｊ≠ｘｋ

ｘｊ ２） （２）

其中，Ωｉ表示ｘｉ的１－邻域区域，｜·｜表示图形的面
积．Ａｌｌｉｅｚ等［１５］深刻挖掘了上述公式的几何意义，给
出了更直观的顶点位置更新公式

ｘ～ｉ ＝ １
｜Ωｉ｜∑τｋ∈Ωｉ

｜τｋ｜ｃｋ （３）

其中ｃｋ 表示△τｋ 外接圆的圆心．
式（３）只考虑内部的顶点，即有完整的１－邻域

三角形的顶点．如果边界顶点也按该公式更新位置，
那么一般会向区域Ω的内部移动，从而导致顶点的
三角剖分的覆盖区域缩小，不能完整剖分用户指定
的区域．Ｔｏｕｒｎｏｉｓ等［１７］发现了式（３）具有所谓的外
接圆性质，即当ｘｉ的１－邻域顶点都落在同一圆上时

（如图２ａ所示），则ｘ～ｉ为该圆的圆心．利用该性质，

Ｔｏｕｒｎｏｉｓ等［１７］给出了与原有ＯＤＴ顶点位置更新规
则统一的边界点位置更新规则；但是 Ｔｏｕｒｎｏｉｓ

等［１７］给出的公式只适用于四面体网格的生成，下面
给出平面情况边界点的位置更新公式．

图２　外接圆性质

为了防止边界点向内萎缩，本文将式（３）更改为

ｘ～ｉ ＝ １
｜Ωｉ｜ ∑τｋ∈Ωｉ

｜τｋ｜ｃｋ＋ ∑
Ｅ∈Ω∩Ωｉ

λＥｎ（ ）Ｅ （４）

其中，ｎＥ 表示垂直于顶点ｘｉ 相邻的边界边Ｅ 且指
向区域Ω 外部的单位法向（如图２ｂ所示），λＥ 为待
定的系数．利用Ｔｏｕｒｎｏｉｓ等［１７］给出的外接圆性质，

可以求得λＥ．本文只给出λＥ 的计算公式

λＥ＝１４｜Ｅ｜
３，

其中｜Ｅ｜表示边Ｅ的长度；其推导过程与Ｔｏｕｒｎｏｉｓ
等［１７］中的讨论类似，略．
由于所有顶点位置都需限制在区域Ω中，利用

式（４）计算得到的新的顶点位置有可能落在区域Ω
外，这时将它投影到区域Ω 边界上的最近点．更新
所有顶点的位置后，再构造它们的 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角
剖分，之后继续更新顶点位置，如此迭代优化函数
式（１）．
算法１．ＯＤＴ迭代优化算法
输入．平面区域Ω内的初始点集Ｘ．
输出．平面区域Ω的三角剖分Ｔ．

图３　ＯＤＴ优化算法

　　Ｓｔｅｐ１．构造Ｘ的Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分．

Ｓｔｅｐ２．按式（４）更新每个顶点ｘｉ的位置，并将落在区域

Ω外的顶点投影到区域边界上．

Ｓｔｅｐ３．如果迭代次数小于指定的值，或者顶点位置的

最大偏移小于给定的阈值，转Ｓｔｅｐ１；否则，算法结束．

图３所示为一个随机初始化点集经过５０步ＯＤＴ
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迭代后的结果．图３ｂ中，红色、蓝色和绿色分别表
示顶点度数大于６、小于６和等于６．

２　拓扑优化方法

图３中，由于ＯＤＴ属于局部优化算法，所以得
到的只是局部最优解．Ｃｈｅｎ［１３，２０］指出 ＯＤＴ函数的
全局最优解对应的是均匀的正规网格，即每个三角
形都是等边三角形，每个内部顶点的度数都是６．度
数不为６的内部顶点称为不正规顶点．显然，图３ｂ
中的网格和全局最优网格还相差甚远，如果对图３ｂ
中的结果继续运行 ＯＤＴ迭代算法只会陷入 ＯＤＴ
函数的局部极小值点，对网格的质量提高没有明显
作用．
图３ｂ中，我们标出了度数大于６和小于６的顶

点．虽然运用ＯＤＴ的顶点位置更新规则对图３ｂ中
的结果无明显改进，但是可以看到网格的拓扑连接
关系有很大的改进空间．对给定的顶点集，本文暂时
舍弃Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分，试图构造顶点度数都是６
的正规三角剖分．从ＯＤＴ的优化结果出发，采用简
单的边翻转操作改变网格的连接关系，使得 ＯＤＴ
算法能有效地从局部最优解中跳出．
图４所示为一种边翻转操作，记为ＢＢ－ＲＲ边翻

转操作，其中，Ｂ 表示度数小于正规度数的点（蓝
色），Ｒ表示度数大于正规度数的点（红色）．图４中，
找到一个四边形，它的２条对角线上的顶点的度数
分别为５和７，经过边翻转后，四边形的４个顶点都
变成度数为６的正规顶点．

图４　ＢＢ－ＲＲ边翻转操作

为了定义更一般的边翻转操作，下面给出拓扑
优化的目标函数的定义．
２．１　拓扑优化目标函数
记顶点ｘｉ 的度数为ｄｉ，正规度数为Ｄｉ．显然，

当ｘｉ为内部顶点时，Ｄｉ＝６；当ｘｉ为边界顶点时，根
据ｘｉ相邻２条边界边的夹角θｉ 来计算Ｄｉ，使得ｘｉ

相邻的每个三角形内角尽量接近π
３．
当Ｄｉ产生变化

时的θｉ临界角度应满足

π
３－

θｉ
Ｄｋ＝

θｉ
Ｄｋ－１－

π
３．

当Ｄｋ＝２，３，…，７时，分别求得θｉ＝
２Ｄｋ（Ｄｋ－１）
３（２Ｄｋ－１）π．

所以Ｄｉ的最终取值如图５所示，图中给出了θｉ 在
不同区间对应的Ｄｉ的取值．

图５　边界顶点的正规度数

定义了正规度数后，每个顶点的不正规度可由

｜ｄｉ－Ｄｉ｜的值来度量，网格整体的不正规度定义为
每个顶点不正规度的累加和，即

Ｅ（Ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
｜ｄｉ－Ｄｉ｜ （５）

式（５）即为拓扑优化的目标函数，显然一个正规
网格对应上述目标函数的值为０，极小化目标函数
可以提高网格的正规程度．

图６　２种有效的边翻转操作

２．２　基于边翻转的拓扑优化
对于给定的初始三角剖分，通过改变它的拓扑

连接关系来极小化目标函数Ｅ（Ｔ），从而提高网格
的正规度．
图４中给出的ＢＢ－ＲＲ边翻转操作将度数分别

为５，５，７和７的顶点变为度数都是６的顶点，从而
使得目标函数Ｅ（Ｔ）的值减小４，所以可看成是一种
优化操作．有效的边翻转操作还有如图６中给出的

ＢＧ－ＲＲ边翻转和ＢＢ－ＧＲ边翻转，其中 Ｇ 表示正
规顶点（用绿色表示）．经过这２种边翻转操作后，

Ｅ（Ｔ）的值减小了２．
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至此，本文给出了３种有效的边翻转操作，但是
这３种操作仅局限于一个四边形内．对于不在一个
四边形内的２对点，可通过定义一序列边翻转操作
来推广上述３种边翻转操作．图７所示为推广的ＢＢ－
ＲＲ边翻转操作，找到ＢＢ，ＲＲ　２对点，它们落在图
中标注的带状区域上，翻转带状区域上的所有边，使
得原来的ＢＢ，ＲＲ顶点的度数更接近正规度数，而
带状区域上其他顶点的度数没有改变．同样地，可以
推广ＢＧ－ＲＲ边翻转和ＢＢ－ＧＲ边翻转操作．

图７　推广的ＢＢ－ＲＲ边翻转

图８所示为综合应用上述边翻转操作的结果，

可以看到网格非正规顶点（红色和蓝色顶点）的个数
明显减少．值得注意的是，虽然网格的连接关系得到
优化，但是经过边翻转后将产生大量的细长的三角
形．下一节将结合 ＯＤＴ的顶点位置优化方法进一
步优化网格质量．另外，为了防止发生三角片的翻转，

仅允许在凸四边形内使用边翻转操作，随着顶点位

图８　边翻转操作的综合应用

置的优化，细长三角形将减少，允许进一步边翻转
操作．
２．３　结合拓扑优化的ＯＤＴ算法

ＯＤＴ算法由于容易陷入较差的局部极小值点，

导致生成网格的质量不高．利用拓扑优化方法可以
有效地从 ＯＤＴ函数的局部最优解中跳出，获得质
量更高的网格．本文算法步骤如下：

算法２．结合拓扑优化的ＯＤＴ迭代算法
输入．平面区域Ω内的初始点集Ｘ．
输出．平面区域Ω的高质量三角剖分Ｔ．
Ｓｔｅｐ１．运行算法１，得到ＯＤＴ函数的局部最优解Ｔ．

Ｓｔｅｐ２．对Ｔ运行拓扑优化算法：

ｉｆ　Ｔ 的拓扑没有改变

　结束算法并返回Ｔ

ｅｌｓｅ

　得到新的三角剖分，仍记为Ｔ

Ｓｔｅｐ３．ｄｏ

　　　　按式（４）更新Ｔ中每个顶点的位置，并将落在

区域Ω外的顶点投影到区域边界上

ｗｈｉｌｅ顶点位置的最大偏移小于给定的阈值

Ｓｔｅｐ４．转Ｓｔｅｐ２．

图９所示为算法２的运行例子，从ＯＤＴ优化算
法的一个局部极小值解出发，通过优化网格的拓扑
关系进一步改进网格的质量．图９ｂ～９ｃ所示为算
法２中一次迭代过程的结果．由于边翻转操作只允
许在凸四边形内进行，所以更新顶点的位置后，网格
的拓扑关系还有可能得到进一步优化，图９ｄ所示
为算法２的最终结果．
顶点数目固定的点集的三角剖分的个数是有限

的，由于拓扑优化操作始终在极小化目标函数式（５），

在有限步后三角剖分的拓扑连接关系将不会改变，

所以保证了拓扑优化过程的收敛性以及迭代算法２
的收敛性．

图９　结合拓扑优化的ＯＤＴ迭代算法
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３　实验结果和比较

我们采用Ｃ＋＋实现了本文算法，Ｄｅｌａｕｎａｙ三
角剖分的计算采用ＣＧＡＬ几何算法库．本文中所有
算法的运行时间都是在２．０ＧＨｚ　ＣＰＵ和２ＧＢ内存
的笔记本电脑上获得的．
图１０所示为本文算法和 ＯＤＴ优化算法的比

较例子．图１０ａ，１０ｂ所示为ＯＤＴ算法和本文算法
结果中非正规顶点的分布，其中非正规顶点的个数
分别为９７７和１８２，可以明显看到本文算法在拓扑
连接关系上的改进．为了衡量三角网格质量的好坏，
本文还采用了文献［１］中使用的度量方法，即三角形

内角分布直方图和内外接圆半径的比值分布直方

图．正三角形在有限元分析中被普遍认为是好的三
角形，它的所有内角都是６０°，内外接圆半径的比值
为０．５．为了归一化，我们在统计内外接圆半径的比
值时乘以因子２．图１０ｃ，１０ｄ所示为网格三角形形
状的改进，其中网格的顶点个数为２　０００，ＯＤＴ算法
耗时０．８ｓ；取ＯＤＴ算法的结果作为本文算法的初
值，本文算法运行时间为０．１ｓ．在ＯＤＴ算法中最耗
时的是计算Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分，占整个算法时间的

９０％以上．由于本文算法只是局部地更新三角剖分
的连接关系，不需要整体计算Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分，
所以算法速度较快．

图１０　２种算法的比较

　　本文方法目的在于构造一个正规网格，该方法
也可以和其他优化网格顶点位置的方法相结合．
图１１所示为本文算法结合拉普拉斯网格光顺方
法［２１］和ＯＤＴ顶点位置更新方法的优化结果．图１１
中的２个网格具有完全一样的拓扑连接关系，但是
由于拉普拉斯方法只在局部上保证点的均匀分布，

对三角形的大小并不敏感，从而导致在整体上点的
分布不均匀，三角形的大小变化幅度较大，如图中圆
圈标注区域所示．ＯＤＴ优化算法能促使三角形的大

图１１　拓扑优化方法结合不同的网格顶点位置更新规

则的比较
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小均匀，所以结合拓扑优化方法可以使得最后网格
的顶点分布以及三角形大小都均匀．
在有限元分析中非均匀网格也很重要．网格的

疏密程度一般由一个定义在区域Ω 上的密度函数

ρ（ｘ）决定，密度大的区域网格的三角形会小一些．密
度函数可以是用户指定的解析函数，也可以根据区
域的几何特征和力学特性来设计［２２］．对于非均匀密

度的网格生成，算法２的过程不需要修改，只是在运
用顶点位置更新式（４）时，相应的三角形面积和边长

分别乘以权值ρ（ｘ）和 ρ（ｘ槡 ）．图１２所示为在单位
圆内算法２生成非均匀密度网格的结果，其中采用
的密度函数为ρ（ｘ）＝ｘ

２＋０．０１．同样地，与ＯＤＴ算
法比较发现，本文算法在很大程度上改进了网格的
质量．

图１２　非均匀密度的网格生成

４　总　　结

本文针对现有ＯＤＴ迭代算法容易陷入局部最
优解的缺点，设计了拓扑优化算法，使其能有效地从
局部最优解中跳出来．本文算法实现简单，只需要局
部的边翻转操作，而且能够保证算法的收敛性，运行
速度快．实验结果表明，结合了拓扑优化的ＯＤＴ迭
代算法使网格的质量得到明显的改进．
本文算法虽然能提高解的质量，但是并不能保

证收敛到全局最优解．一方面，因为消除非正规点对
的边翻转操作要求非正规点对落在一条带状区域

上，这在一定程度上限制了拓扑优化，使得最后的结
果中仍然有少数非正规顶点；另一方面，ＯＤＴ的全
局最优解的结构目前还不清晰，它依赖于顶点个数、
区域边界形状和密度函数等因素．对 ＯＤＴ的全局
最优解在理论上的深入研究将有助于设计高效的全

局优化算法．
本文方法只适用于平面各向同性的网格生成，

未来的研究方向为推广到各向异性的网格生成和空

间高质量四面体网格的生成．在四面体网格生成问
题中，ＯＤＴ算法具有抑制退化四面体生成的优点，
但是同样难以回避局部优化方法的固有缺点．本文
方法有望进一步提高四面体网格的质量，但是由于
正四面体并不能铺满整个空间，四面体网格的拓扑
优化也将更为困难．
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